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В работе результаты В.С. Монахова о том, что для любой разрешимой ненильпотентной конечной группы G ее  под-
группа Фраттини Φ(G) (подгруппа Δ(G)) совпадает с пересечением всех максимальных (соответственно всех абнор-
мальных максимальных) подгрупп M группы G таких, что MF(G) = G, распространены на произвольные конечные 
группы. 
 
Ключевые слова: конечная группа, максимальная подгруппа, подгруппа Фраттини, θ-подгруппа Фраттини, подгруп-
повой m-функтор. 
 
In the work V.S.Monahov's results that for any soluble non-nilpotent finite group G its Frattini subgroup Φ(G) (subgroup ΔG)) 
coincides with intersection of all maximal (respectively all abnormal maximal) subgroups M of group G such that MF(G) = G, 
are extended on arbitrary finite groups. 
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 
В 1885 году Фраттини в [1] впервые исследовал 
подгруппу, равную пересечению всех макси-
мальных подгрупп конечной группы, которая 
сейчас называется подгруппой Фраттини и обо-
значается Φ(G). В 1953 году Гашюц [2] изучил 
свойства подгруппы Δ(G), которая определяется 
как пересечение всех абнормальных максималь-
ных подгрупп группы G, если группа ненильпо-
тентна, и как G, если она нильпотентна.  
В работах [3], [4] В.С. Монахов показал, что 
для любой разрешимой ненильпотентной группы 
G подгруппа Фраттини Φ(G) (подгруппа Δ(G)) 
совпадает с пересечением всех максимальных 
(соответственно всех абнормальных максималь-
ных) подгрупп M группы G таких, что 
MF(G) = G. 
Возникает задача: распространить результа-
ты В.С. Монахова на произвольные группы. Ре-
шению этой задачи с использованием функтор-
ного метода, разработанного в монографии [5], и 
посвящена настоящая работа. 
 
1 Предварительные результаты  
Используются обозначения и терминология 
из [6], [7]. Пусть G – группа. Подгруппа Фратти-
ни Φ(G) = ∩{M | M – максимальная подгруппа 
группы G} и Φ(G) = 1, если G = 1. Если G не-
нильпотентна, то подгруппа Δ(G) = ∩{M | M – 
абнормальная максимальная подгруппа группы 
G}, если G нильпотентна, то Δ(G) = G .  
Через Z(G) обозначается центр G. Подгруп-
па Фиттинга F(G) – наибольшая нормальная 
нильпотентная подгруппа группы G; F*(G) – наи-
большая нормальная квазинильпотентная под-
группа группы G. Напомним [6], что подгруппа 
( )F G  определяется следующими условиями: 
1) ( )F G  ⊇ Φ(G); 
2) ( ) / ( )F G GΦ  – цоколь группы G/Φ(G). 
Согласно [5, с. 13] отображение θ, которое 
ставит в соответствие каждой группе G некото-
рую непустую систему θ (G) ее подгрупп, назы-
вается подгрупповым функтором, если θ (G)α = 
= θ (Gα) для любого изоморфизма α группы G.  
Подгрупповой функтор θ называется:  
1) эпиморфным, если (θ (A))ϕ ⊆ θ (B) для 
любого эпиморфизма  
ϕ: A → B, 
где A и B – группы; 
2) m-функтором, если в каждой группе G 
множество θ (G) содержит G и некоторые ее мак-
симальные подгруппы; 
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3) абнормально полным [8], если θ является 
m-функтором и θ (G) содержит все абнормаль-
ные максимальные подгруппы группы G. 
Пусть θ – подгрупповой m-функтор. Для 
группы G через Φθ (G) обозначается пересечение 
всех  подгрупп  из  θ (G)   и  Φθ (G)  называется  
θ-подгруппой Фраттини [5, с. 198].  
Если подгрупповой m-функтор θ является 
абнормально полным, то Φ(G) ⊆ Φθ (G) ⊆ Δ(G). В 
случае, когда в группе G множество θ (G) состо-
ит из G и всех ее максимальных подгрупп, 
Φ(G) = Φθ (G). Если в группе G множество θ (G) 
состоит из G и всех ее абнормальных макси-
мальных подгрупп, то Φθ (G) = Δ(G). 
Теорема 1.1 [6]. Для любой группы G под-
группа Δ(G) нильпотентна и Δ(G)/Φ(G) = 
= Z(G/Φ(G)). 
Теорема 1.2 [6]. Для любой группы G выпол-
няется CG( ( )F G ) ⊆ F(G). 
Идея доказательства следующего результата 
предложена Л.А. Шеметковым. 
Лемма 1.3. Для любой группы G выполняет-
ся F*(G) ⊆ ( )F G . 
Доказательство. Пусть группа G – контр-
пример минимального порядка к утверждению 
леммы. 
Если Φ(G) ≠ 1, то для G/Φ(G) утверждение 
справедливо. Из F*(G)/Φ(G) ⊆ F*(G/Φ(G)) и 
( / ( ))F G GΦ = ( )F G /Φ(G) заключаем, что F*(G)⊆ 
⊆ ( )F G . Получили противоречие с выбором G. 
Пусть Φ(G) = 1. По определению ( )F G = 
= Soc(G). По 13.14.X из [9] F*(G) = E(G)F(G). 
Заметим, что Φ(E(G)) = 1. Так как по следствию 
13.7.X из [9] E(G)/Z(E(G)) – прямое произведение 
простых неабелевых групп, Z(E(G)) = F(E(G)). 
Отсюда и из (c) теоремы 10.6.A из [7] заключаем, 
что E(G) = HZ(E(G)), где H – дополнение к 
Z(E(G)) в E(G). Тогда H – прямое произведение 
простых неабелевых групп. Из того, что H – ха-
рактеристическая подгруппа в E(G)   G, заклю-
чаем, что H   G. Из леммы 4.14.A из [7] получа-
ем, что H ⊆ Soc(G). Отсюда и из 
Z(E(G)) ⊆ F(G) ⊆ ( )F G  следует, что 
E(G) ⊆ ( )F G . Тогда F*(G) = E(G)F(G) ⊆ ( )F G . 
Получили противоречие с выбором G. Лемма 
доказана. 
Лемма 1.4. Пусть G – ненильпотентная 
группа. Тогда существует абнормальная макси-
мальная подгруппа M группы G такая, что 
M ( )F G = G. 
Доказательство. Пусть группа G – контр-
пример минимального порядка к утверждению 
леммы. Тогда любая максимальная подгруппа M 
группы G такая, что M ( )F G = G, нормальна в G. 
Предположим, что Φ(G) ≠ 1. Так как 
|G/Φ(G)| < |G|, в G/Φ(G) найдется абнормальная 
максимальная подгруппа M/Φ(G), для которой 
M/Φ(G) ( / ( ))F G GΦ = G/Φ(G). Заметим, что M – 
абнормальная максимальная подгруппа G и 
( )F G /Φ(G) = ( / ( )).F G GΦ  
Поэтому M ( )F G = G. Получили противоречие с 
выбором G.  
Будем считать, что Φ(G) = 1. Тогда под-
группа ( )F G = Soc(G).  
Пусть ( )F G  – ненильпотентная группа. В 
( )F G  найдется ненормальная силовская под-
группа S. Пусть P – силовская подгруппа группы 
G такая, что P ∩ ( )F G = S. Для любого x ∈ NG(P) 
выполняется 
Sx = Px ∩ ( )F G x = P ∩ ( )F G = S. 
Поэтому NG(P) ⊆ NG(S) ⊆ M, где M – некоторая 
максимальная подгруппа группы G. Отсюда и из 
леммы Фраттини заключаем, что 
G = NG(S) ( )F G = M ( )F G . Ввиду леммы 17.2 из 
[6] M – абнормальная подгруппа в G. Получили 
противоречие с выбором G. 
Пусть подгруппа ( )F G  нильпотентна. То-
гда ( )F G = F(G) = N1× … ×Nt, где Ni – мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, i = 1, 
…, t. Пусть i ∈ {1, …, t}. Так как Φ(G) = 1, то для 
Ni найдется максимальная подгруппа Mi группы 
G такая, что MiNi = G. Заметим, что Mi ( )F G = G. 
Согласно выбора группы G получаем, что 
Mi   G. Так как Ni абелева, то Ni ⊆ CG(Ni). Из 
Mi ∩ Ni = 1 и Mi   G следует, что Mi ⊆ CG(Ni). Но 
тогда G = MiNi ⊆ CG(Ni). Отсюда и из теоремы 1.2 
заключаем, что G ⊆ CG( ( )F G ) ⊆ F(G). Следова-
тельно, G нильпотентна. Получили противоречие 
с выбором G. Лемма доказана. 
 
2 Основной результат 
Теорема. Пусть θ – эпиморфный m-
функтор, который является абнормально пол-
ным. Тогда θ-подгруппа Фраттини Φθ (G) груп-
пы G совпадает с пересечением всех подгрупп M 
таких, что M ∈ θ (G) и M ( )F G = G. 
Доказательство. Если G нильпотентна, то 
утверждение теоремы выполняется. 
Для ненильпотентной группы G обозначим 
через Φ1 пересечение всех подгрупп M группы G 
таких, что M ∈ θ (G) и M ( )F G = G, через Φ2 пе-
ресечение всех подгрупп из θ (G) группы G, ко-
торые содержат ( ).F G  Ясно, что θ-подгруппа 
Фраттини Φθ (G) = Φ1 ∩ Φ2. Из леммы 1.4 следу-
ет, что Φ1 ≠ G.  
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Предположим, что существуют группы G,  
для которых Φ1 ≠ Φθ (G). Выберем группу G наи-
меньшего порядка с этим свойством.  
Пусть Φ(G) ≠ 1. Заметим, что G/Φ(G) не-
нильпотентна и ( / ( ))F G GΦ  = ( )F G /Φ(G). Так 
как |G/Φ(G)| < |G|, для G/Φ(G) утверждение тео-
ремы выполняется. Поскольку θ – эпиморфный 
m-функтор, Φθ (G)/Φ(G) = Φθ (G/Φ(G)) и Φ1/Φ(G) 
есть пересечение всех подгрупп M/Φ(G) группы 
G/Φ(G) таких, что M/Φ(G) ∈ θ (G/Φ(G)) и 
M/Φ(G) ( / ( ))F G GΦ = G/Φ(G). Отсюда следует, 
что Φ1 = Φθ (G). Это противоречит выбору G. 
Пусть Φ(G) = 1. В этом случае  
( )F G = Soc(G) = N1 × … × Nt, 
где Ni – минимальная нормальная подгруппа 
группы G для i = 1, …, t. Ввиду теоремы 1.1 под-
группа Δ(G) = Z(G). 
Выберем в Φ1/Φθ (G) минимальную нор-
мальную подгруппу R/Φθ (G) группы G/Φθ (G). 
Рассмотрим два случая. 
1. Пусть R/Φθ (G) абелева. Так как m-функ-
тор θ является абнормально полным,  
Φθ (G) ⊆ Δ(G) = Z(G). Тогда Φθ (G) ⊆ Z(R) и R 
нильпотентна. Поэтому R ⊆ F(G). Отсюда и из 
F(G) ⊆ ( )F G заключаем, что R ⊆ Φ2. Значит, 
R ⊆ Φ1 ∩ Φ2 = Φθ (G), что противоречит выбору 
подгруппы R/Φθ (G). 
2. Пусть R/Φθ (G) – неабелева группа. Так 
как R/Φθ (G) является минимальной нормальной 
подгруппой G/Φθ (G), то 
R/Φθ (G) = A1/Φθ (G) × … × At /Φθ (G), 
где Ai/Φθ (G) – неабелева простая группа для 
i = 1, …, t и Ai/Φθ (G)   Aj/Φθ (G) для любых i, j = 
=1,…, t. Следовательно, R/Φθ (G) – полупростая 
группа. Подгруппа Φθ (G) ⊆ Δ(G) = Z(G). Тогда 
по теореме 13.6.X из [9] R ⊆ F*(G). Ввиду леммы 
1.3 F*(G) ⊆ ( )F G . Следовательно, R ⊆ Φ2. По-
этому  R ⊆ Φ1∩Φ2 = Φθ (G). Получили противо-
речие с выбором группы R/Φθ (G). Теорема дока-
зана. 
 
Заключение 
Если θ – такой регулярный m-функтор, что 
в каждой группе G множество θ (G) состоит из G 
и всех ее максимальных подгрупп, то из теоремы 
получается  
Следствие 1. Подгруппа Фраттини Φ(G) 
неединичной группы G совпадает с пересечением 
всех ее максимальных подгрупп M таких, что 
M ( )F G = G. 
В  случае,   когда   θ – такой  регулярный  
m-функтор, что в каждой группе G множество 
θ (G) состоит из G и всех ее абнормальных мак-
симальных подгрупп, из теоремы вытекает  
Следствие 2. Подгруппа Δ(G) ненильпо-
тентной группы G совпадает с пересечением 
всех ее абнормальных максимальных подгрупп M 
таких, что M ( )F G = G. 
Следующий пример показывает, что в тео-
реме нельзя заменить ( )F G  на квазинильпо-
тентный радикал F*(G). 
Пример. Пусть G   A5 – знакопеременная 
группа степени 5, K – поле, состоящее из трех 
элементов. Обозначим через A = AK(G) фратти-
ниевый KG-модуль (см. [10]). Ввиду [10] A – не-
приводимый KG-модуль размерности 4. По из-
вестной теореме Гашюца существует фраттиние-
во расширение A → E → G такое, что A G≅ Φ(E) и 
E/Φ(E) ≅  G. Из свойств модуля A следует, что 
группа E не является квазинильпотентной. Заме-
тим, что F*(E) = Φ(E). Ясно, что в группе E не 
существует максимальных подгрупп M таких, 
что MF*(E) = E. Заметим, что Δ(E)= Φ(E). 
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